 f{a)=f{by

10.2.10 Prubéh funkce | (monotonnost)

Piedpoklady: 10202, 10209

Pedagogicka poznamka: Tato hodina je zna¢né obsahl, tak je nutné bud’ prenechat posledni
piiklad na pfisti hodinu, nebo se pfiliS nezdrzovat ivodni ¢asti.

V této a né¢kolika nésledujicich hodindch se budeme zabyvat pribéhem funkce a tim, co vse se
o ném da pomoci derivaci zjistit. Na zaCatek se sezndmime se dvéma vétami, jejichz
dulezitost pozndme pouze ¢astecne.

Rolleova véta:
M¢jme funkci f, kterd ma tyto vlastnosti:

a) je spojitd v uzavieném intervalu (a;b>
b) v kazdém bod¢ otevieného intervalu (a;b) ma derivaci
¢) f(a)=£(p)

Potom existuje v otevieném intervalu (a;b) aspon jeden bod c, pro ktery plati f’ (c) =0.

Pr.1: Nakresli obrazek libovolné funkce, kterd spliuje ptedpoklady Rolleovy véty. Do
obrazku vyznac bod c.

A

[

<
<

\ 4

' Funkce ma mit v bod€ ¢ nulovou derivaci = te€na v tomto bod€ musi byt rovnobézna s osou
. x, funkce nesmi v bod¢ ani rust ani klesat

Pedagogicka poznamka: MiZete nechat studenty, aby zkusili nakreslit funkeci, ktera spliuje
podminky véty a nemd nikde nulovou derivaci.

Pr.2: Ovér platnost Rolleovy véty pro funkce:
a) y= x*=2x, xD<—1;3>
b) y :|x , xD<—1;1>

a) y=x"—2x, xD<—1;3>
- spojitost — ano, jde o polynomickou funkci

existence derivace: (x2 - 2)' =2x -2 = existuje pro kazdé x D<—1;3>

Ef(—l):(—l)z—z(—l):3 f(3)=3-2B=3 = f(a)=1(b)

. = predpoklady plati = musi existovat bod s nulovou derivaci:



Yy =2x-2=20 = x=1

Jde o graf funkce y=x*—2x+1-1=(x-1)" -1
b) y:|x , xD<—1;1>

- spojitost — ano

1 existence derivace: funkce y = |x| ma Spicku = pro x =0 derivace neexistuje

FE)=R=r p()==t = f(a)=1(0)
. = predpoklady neplati = nemusf existovat bod s nulovou derivaci:
- z obrédzku je zfejmé, Ze neexistuje

Pedagogicka poznamka: Predchozi pfiklad je dobrym mistem na zdiiraznéni toho, derivace
neexistuje tam, kde m4 funkce ,,0stré hrany*.

Lagrangeova véta o stfedni hodnoté:
M¢éjme funkci f, kterd ma tyto vlastnosti:

a) je spojitd v uzavieném intervalu <a;b>
b) v kazdém bod¢ otevieného intervalu (a;b) ma derivaci
Potom existuje v otevieném intervalu (a;b) aspon jeden bod c, pro ktery plati

f(e) =221 (”2: ! la)



‘ Pi.3: Jaky je vztah mezi Rolleovou a Lagrangeovou vétou?

Rolleova véta obsahuje v pfedpokladech navic podminku f (a) =f (b) . Pokud by hodnoty

funkce v bodech a, b byly stejné, platilo by f (b) -f (a) =0 a pro hodnotu derivace bychom
f(b)-f(a) _ 0
. b-a b-
. vétu Rolleovu = Rolleova véta je specidlni pfipad véty Lagrangeovy

dostali f '(c) = =0 = pro f (b) =f (a) piechdzi Lagrangeova véta ve
! a

H Pr.4: Nakresli obrazek libovolné funkce, kterd spliuje ptedpoklady Lagrangeovy véty (a
nespliuje predpoklady véty Rolleovy). Do obrazku vyznac bod c.

Ay

y X

|
|
|
|
| 1
| |
| |
a b

Tecna grafu funkce ma v bod¢ ¢ stejny smér jako pifimka dand body [a; f (a)] a [b; f (b)] .

Kromé geometrické interpretace z predchoziho ptikladu mizeme Lagrangeovu vétu
interpretovat i fyzikdln€ (na mnoha rtiznych ptipadech). Na ptiklad u pohybu miizeme
postupovat takto:

y= s(t) - zavislost drahy na Case = misto a, b piSeme 1, t,, misto f (b) , f (a) piSeme

f(b)-1(a) _s()=s(n) _As

st ), s(t,) = = — =y =pomoci hodnot v krajnich bodech
(1) 5(s) b-a f,-t At P !
jsme urcili primérnou rychlost.
ds As
okamzitd rychlost: f'(c)=—(c)=—=v
Y F'le)=4 (=7

= v n¢kterém z okamzikl se okamzita rychlost rovna primeérné rychlosti.

Vev s

H Pi. 5:  (BONUS) DokaZ sporem pomoci Lagrangeovy véty vétu: Plati-li f' (x) =0 pro
kazdé x[J (a;b) , potom je f konstantni funkce.

Piedpokldaddme, Ze plati f' (x) =0 azaroven funkce f (x) neni konstantni. Pokud funkce
' nenf konstantn{ mus{ v intervalu (a;b) existovat Cisla x,, x, jejichZ hodnoty nejsou stejné
o f (xl) zf (xz) . Z téchto bodtl sestavime kraje nového intervalu <xl ; x2> , ve kterém podle

(x)= f(x)=f(x)

Lagrangeovy véty existuje bod x pro ktery plati f'
' X TX

# (0. CozZ uz je rozpor

s predpokladem.



Monotonnost funkce a derivace
monoténnost = zda je funkce rostouci nebo klesajici. Misto zadani: ,,Urci, kdy je funkce
rostouci nebo klesajici*, budeme tesit ptiklady ,,Ur¢i monoténnost funkce*.

Pf.6: Zformulyj vztah mezi monoténnosti funkce v intervalu (a;b) a hodnotami jeji

‘ derivace v tomto intervalu.

: Na grafech jsme si to jiz ukazovali mnohokrat:
Ma4-li funkce f'v kazdém bodé¢ intervalu (a;b) kladnou derivaci, je v tomto
intervalu rostouci.
Ma4-li funkce f'v kazdém bodé¢ intervalu (a;b) zépornou derivaci, je v tomto

intervalu klesajici.

Pedagogicka poznamka: Cist studenti si to uréité bude pamatovat, té druhé napiSu na tabuli
vztah pro derivaci funkce v bod¢ a ukdZzeme si, jak musi funkce vypadat, aby ze
vztahu vypadlo kladné nebo zaporné Cislo. Blize v hodin€10202.

H Pi.7: Dokumentuj vztah mezi monoténnosti funkce a hodnotami jeji derivace na funkcich:
1
a) y=x’ b) y=x’ ) y=-—
X
- Pro kaZdou funkci jsou v jednom obrazku nakresleny dva grafy:
- modfe graf funkce

. ¢ Cervené graf jeji derivace
La) y=x

Funkce y =x” je rostouci v intervalu <0;00)

V intervalu <O; 00) jsou hodnoty derivace (funkce
y =2x) kladné

Funkce y =x” je klesajici v intervalu (—00;0>
V intervalu (—00;0> jsou hodnoty derivace (funkce

y =2x) zdporné




Funkce y =x’ je rostouci v R

Hodnoty derivace (funkce y =3x) jsou kladné

1. . .
Funkce y =— je klesajici v intervalech (—00;0) a
X

(0;00).
. I .
Hodnoty derivace (funkce y =——) jsou v obou
X

téchto intervalech zaporné.

Pr. 8: Urci intervaly monoténnosti funkci:
a) y=2x"+4x-3 b) y=x"-3x

a) y=2x"+4x-3
- y' =4x+4, feSime nerovnici 4x+4>0
Cx>-1 = pro xD(—l;OO) derivace funkce y =4x+4 je kladnd a funkce y =2x> +4x-3 je

 rostouct, kontrolou je tfeba graf



;b) y=x —-3x
- y'=3x* =3, fesime nerovnici 3x* =3>0 /:3 X =1>0

' nulové body: x* —1=(x—1)(x+1)=0 = x, =1, x, =1, pfed x* je + = grafem je “dolik"

X D(—w;—l);xD(l;OO) 3x?-3= y'>0 = funkce y =x’ —3x je rostouci
x0(-11) 3x*-3=y'<0 = funkce y=x" —3x je klesajici
- Opét mizeme vysledek zkontrolovat pomoci grafu.
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Pi. 9: Petdkova:
strana 157/cviceni 38  f,, f;
strana 158/cviceni 39 g, g,, &, &0
Shrnuti: Podle znaménka derivace pozname, zda je funkce rostouci nebo klesajici.



